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1 Introduction
On examine un mode`le utilise´ pour la se´paration de composants gazeux par adsorption isotherme se´lective
sur un substrat solide dans le domaine de la chromatographie, avec cine´tique instantane´e. L’effet de sorp-
tion (variations de vitesse lie´es au processus) est pris en compte via une contrainte de pression totale et
la cine´tique d’e´change entre phases est suppose´e instantane´e, [4]. Le syste´me est de type hyperbolique a`
condition d’e´changer les roˆles de l’espace (en une dimension) et du temps.
Dans le cas de deux compose´s on obtient un syste`me strictement hyperbolique 2×2 avec donne´es initiales
et au bord, de le forme suivante, dans le quadrant t > 0, x > 0:
∂u
∂x
+
∂h(c)
∂t
= 0
∂(u c)
∂x
+
∂I(c)
∂t
= 0

c(0, x) = c0(x) ∈ [0, 1], x > 0
c(t, 0) = cb(t) ∈ [0, 1], t > 0
u(t, 0) = ub(t) > 0, t > 0,
u de´signe la vitesse et c la concentration d’un compose´. On de´crit les invariants de Riemann et toutes
les entropies, on e´voque quelques re´sultats re´cents sur ce syste`me hyperbolique nonline´aire:
• existences de solutions entropiques avec vitesse L∞ et concentrations BV ,[2, 3],
• convergence du sche´ma de Godunov, [2, 3],
• structure stratifie´e de la vitesse, application au passage de la limite faible sur la vitesse entrante et
la limite forte sur la concentration dans le tube, [5],
• Exemple d’explosion de la vitesse dans L∞ avec donne´e dans L∞ pour la concentration, [6],
• formulation cine´tique et application au de´veloppement d’un sche´ma nume´rique, [7].
2 Le mode`le
Pour une discussion plus de´taille´e sur le mode`le, on renvoit a` [4]. La Chromatographie gaz-solide
est une technique d’analyse des me´langes gazeux.
“Le me´lange analyse´ est vaporise´ a` l’entre´e d’une colonne, qui renferme une substance active solide ap-
pele´e phase stationnaire, puis il est transporte´ a` travers celle-ci a` l’aide d’un gaz porteur.
Les diffe´rentes mole´cules du me´lange vont se se´parer et sortir de la colonne les uns apre`s les autres et
apre`s un certain laps de temps qui est fonction de l’affinite´ de la phase stationnaire avec ces mole´cules.”
source: (Wikipedia)
Les e´quations de conservation de la masse sont:
∂t(ci + qi) + ∂x(u ci) = 0, 1 ≤ i ≤ d.
Les qi et les ci ne sont pas inde´pendants :
qi = q∗i (c1, · · · , cd)
q∗i est la i
eme isotherme : re´sulte de conside´rations thermodynamiques ou de mesures .
Les inconnues sont donc la vitesse u, les concentrations en phase gazeuse ci (en moles/m3)
u est une inconnue contrairement la chromatographie liquide, voir les travaux de F. James & co,
[13, 16, 17].
Voici quelques exemples d’isothermes:
Isotherme line´aire : q∗i = Ki ci, avec Ki ≥ 0
Isotherme de Langmuir : q∗i =
QiKi ci
1+
d∑
j=1
Kj cj
, avec Ki ≥ 0, Qi > 0
Isotherme BET : pour un seul gaz actif et un gaz inerte porteur
q∗i =
QK c1
(1 +K c1 − (c1/cs))(1− (c1/cs)) , Q > 0, K > 0, cs > 0,
On se concentre sur le cas de deux composants, avec ρ ≡ 1 (ce qui n’est pas tre`s restrictif) et x ∈ IR+:
∂t(c1 + q∗1(c1, c2)) + ∂x(u c1) = 0, (1)
∂t(c2 + q∗2(c1, c2)) + ∂x(u c2) = 0, (2)
De plus la densite´ totale ρ ne de´pend pas de x dans le processus. On prend ρ ≡ 1 pour simplifier.
c1 + c2 = ρ = 1 (3)
On pose alors c = c1 et qi(c) = q∗i (c, 1− c), i = 1, 2.
(1) + (2) donne alors, avec (3):
∂t(q1(c) + q2(c)) + ∂xu = 0
N.B. : les proprie´te´s classiques des isothermes induisent : q′1 =
dq1
dc
≥ 0 et q′2 =
dq2
dc
≤ 0
Finalement, le syste`me s’e´crit: {
∂t(c+ q1(c)) + ∂x(u c) = 0,
∂th(c) + ∂xu = 0,
avec h(c) = q1(c) + q2(c), comple´te´ par des donne´es initiales et entrantes :
c(0, x) = c0(x) ∈ [0, 1], x > 0,
c(t, 0) = cb(t) ∈ [0, 1], t > 0,
u(t, 0) = ub(t) > 0, t > 0.
3 Hyperbolicite´ du syste`me
L’analyse du syste`me est faite en inversant les variables x et t (mais on ne les renomme pas) d’apre`s [19]:{
∂x(u c) + ∂t(c+ q1(c)) = 0,
∂xu+ ∂th(c) = 0,
Les valeurs propres sont 0 et λ =
H(c)
u
avec H(c) = 1 + (1− c) q′1 − c q′2 ≥ 1
Le syste`me est strictement hyperbolique pour u > 0,[14, 20]. De plus :
dλ · r = H(c)
u2
f ′′(c)
avec r : vecteur propre associe´ a` λ et
f(c) = q1(c)− c h(c)= q1 c2 − q2 c1
2
λ est vraiment non line´aire quand f” 6= 0.
Donnons quelques remarques sur la convexite´ de f , des isothermes et donc sur la vraie non line´arite´ de
la valeur propre λ.
Isotherme de Langmuir : f ′′(c) = 2 (Q2K2−Q1K1)(1+K1)(1+K2)(1+K1 c+K2 (1−c))3 a un signe constant.
Isotherme BET : on suppose le compose´ 2 inerte, alors f(c) = (1− c) q1(c) n’est ni concave ni convexe
A part certains cas importants : Langmuir, ammoniaque, vapeur d’eau, les isothermes sont ge´ne´ralement
non convexes
Interpre´tation chimique: a` chaque point d’inflexion de l’isotherme le compose´ adsorbe´ couvre le
substrat et une nouvelle couche commence a` se fixer
3.1 Invariants de Riemann
Des calculs sur les solutions re`gulie`res, [2], montrent que
∂x (uG(c)) = 0 (4)
∂xc+
H(c)
u
∂tc = 0, (5)
avec g′(c) =
−h′(c)
H(c)
, G = exp(g). Le syste`me admet donc les invariants de Riemann :
c et W = uG(c) = u eg(c).
Un autre e´criture de l’invariant de Riemann W est particulie`rement utile pour obtenir des estimations
sur inf u et sur u dans BV . C’est l’invariant de Riemann w = ln(W ) = ln(u) + g(c).
3.2 Entropies
Il existe une famille d’entropies re´gulie`res donne´es par [3]:
S(c, u) = φ(W ) + uψ(c),
φ et ψ sont des fonctions re´gulie`res et W = uG(c).
Les flux d’entropie correspondants satisfont
Q′(c) = h′(c)ψ(c) +H(c)ψ′(c)
Pour toute fonction re´gulie`re convexe ψ, S = uψ(c) est convexe, mais non strictement convexe !
Il y a des entropies strictement convexes de la forme S = φ(W ) si et seulement si G′′ ne s’annule pas sur
[0, 1], voir [3].
En particulier Sα(c, u) := uαGα(c) est une entropie croissante en W et strictement convexe si α > 1 et
G′′ > 0, ou α < 1 et G′′ < 0.
En fait : si G′′ change de signe, il n’y a pas d’entropie strictement convexe.
On peut maintenant de´finir les solutions faibles entropiques.
De´finition 3.1 [Solutions faibles entropiques]
Soient T > 0, X > 0,
u ∈ L∞((0, T )× (0, X)) et 0 ≤ c(t, x) ≤ 1 p.p. dans (0, T )× (0, X)
(c, u) est une solution entropique si pour toute fonction convexe ψ :
3
∂x (uψ(c)) + ∂tQ(c) ≤ 0
au sens des distributions, avec
Q′ = Hψ′ + h′ψ.
Remarque : si G′′ garde un signe constant sur [0, 1], (c, u) doit satisfaire :
signe(G′′) ∂x (uG(c)) ≤ 0, sur [0, 1]
3.3 Quand le syste`me est-il de Temple?
Le syste`me d’adsorption (1), (2), (3) a tant de proprie´te´ qu’il est naturel de se demander s’il appartient
a` la classe de Temple, [14, 20].
En ge´ne´ral, on a montre´ que le syste`me n’est pas dans la classe de Temple, [6]. En effet Supposons f ′′ > 0.
Le syste`me est de Temple si et seulement si ∂xW = 0 pour toute solution entropique ( W = uG(c) ).
Exemples de cas ou` le syste`me d’adsorption est dans la classe de Temple :
• si G′′ = 0 alors le syste`me est de Temple.
• si q1 = 0 (gaz 1 inerte), le syste`me est de Temple si et seulement si q′′2 = 0.
4 Proble`me de Riemann
Nous avons e´tudie´ le proble`me de Riemann du syste`me d’adsorption (1), (2), (3) dans [2, 3]. On le pose
sous la forme suivante{
∂xu+ ∂th(c) = 0,
∂x(uc) + ∂t(c+ q1(c)) = 0,
c(0, x) = c− ∈ [0, 1], x > 0,
{
c(t, 0) = c+ ∈ [0, 1],
u(t, 0) = u+ > 0, t > 0
et on cherche une solution faible autosimilaire :
c(t, x) = C(z), u(t, x) = U(z) avec z =
t
x
> 0
4.1 Rare´factions
Supposons par exemple 0 ≤ a < c− < c+ < b ≤ 1 and f ′′ > 0 in ]a, b[. Alors la seule solution re´gulie`re
autosimilaire est telle que : 
C(z) = c−, 0 < z < z−,
dC
dz
=
H(C)
z f ′′(C)
> 0, z− < z < z+
C(z) = c+, z+ < z,
,
ou` z+ =
H(c+)
u+
, z− = z+ e−Φ(c
+) avec Φ(c) =
∫ c
c−
f ′′(ξ)
H(ξ)
dξ
De plus u− =
H(c−)
z−
, et U est donne´ par
U(z) = u−, 0 < z < z−,
U(z) =
H(C(z))
z
, z− < z < z+,
U(z) = u+ z+ < z.
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4.2 Chocs
On cherche un choc admissible au sens de Liu, [14], car il y a des ondes composites.
Soit U− un e´tat donne´.
Supposons que λi(U−) soit une valeur propre simple et soit Wi(s) une i-courbe de choc passant par U−.
Un i-choc de vitesse σ qui connecte U− = Wi(0), a` gauche, a` U+ = Wi(1), a` droite, satisfait la condition
d’entropie de Liu si
∀τ ∈ [0, 1] σ ≤ σi(τ )
ou` σi(τ) est la vitesse du choc (U−,Wi(τ))
Si (c−, c+) satisfait le crite`re d’admissibilite´ alors le proble`me de Riemann admet une solution sous forme
d’un choc de´fini par :
C(z) =
{
c− if 0 < z < s,
c+ if s < z , U(z) =
{
u− if 0 < z < s,
u+ if s < z ,
ou` u− et la vitesse s du choc sont donne´ par :
[f ]
u− [c]
+
1 + h−
u−
= σ =
[f ]
u+ [c]
+
1 + h+
u+
Remarque fondamentale : un choc connectant deux e´tats U− et U+ tels que c− 6= c+ satisfait la
condition d’admissibilite´ de Liu si et seulement si:
pour tout c entre c− et c+,
f(c+)− f(c−)
c+ − c− ≤
f(c)− f(c−)
c− c− .
4.3 Discontinuite´ de contact
Deux e´tats U− et U+ sont connecte´s par une discontinuite´ de contact dans les deux cas suivants:
• pour la valeur propre 0:
c− = c+ & u− 6= u+
• pour la valeur propre λ quand elle est line´airement de´ge´ne´re´e:
c− 6= c+, u−G(c−) = u+G(c+), et f affine sur [c−, c+].
Ces trois re´sultats pour re´soudre le proble`me de Riemman ont de´ja` e´te´ trouve´s formellement par une
e´quipe de chimistes,[21].
En revanche, nous avons trouve´ l’estimation clef suivante.
Lemme 4.1 [ Estimation BV pour ln(u) a` travers une λ-onde], [3]
Soit U la solution du proble`me de Riemann (c−, c+, u+).
On suppose U+ = (u+, c+) connecte´ a` un e´tat interme´diaire U0 par une λ-onde composite pour z0 < z <
z+ et U0 connecte´ a` U− = (u−, c−) par une 0-discontinuite´ de contact (c0 = c−).
Alors il existe une constante γ de´pendant seulement des fonctions q1, q2 et de leurs de´rive´es telle que :
TV [ln(u(z)), (z0, z+)] ≤ γ |c+ − c0|.
5 Re´sultats mathe´matiques
Nous avons obtenu l’existence de solutions faibles a` l’aide de sche´mas nume´riques. Nous avons de´couvert
une structure stratifie´e de la vitesse qui permet de passer a` la limite faible sur la vitesse entrante.
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5.1 Existence de solutions
Nous avons prouve´ l’existence de solutions faibles entropiques a` l’aide du sche´ma de Godunov,[2, 3], et
de l’algorithme de suivi de front (FTA), [5].
Notre premie`re approche a e´te´ d’utiliser le sche´ma de Godunov sous la condition (CFL) :
sup
[0,∆t[×[0,∆x[
u = max(u−, u+) <
∆x
∆t
,
des donne´es BV pour la concentration, et une vitesse entrante seulement L∞. Noter que nous avons
obtenu un rare re´sultat de convergence du sche´ma de Godunov pour un syste`me 2× 2.
The´ore`me 5.1 [Existence de solution faible entropique], [3]
Soient X > 0, T > 0. si c0 ∈ BV (0, X), cb ∈ BV (0, T ), ub ∈ L∞(0, T )
0 ≤ c0, cb ≤ 1 et inf
0<t<T
ub(t) > 0
Alors il existe une solution entropique (c, u) telle que :
0 ≤ c ≤ 1, |u| ≤ ‖ub‖∞ exp(γ TV (cI)) et inf u > 0
c ∈ L∞((0, T );BV (0, X)) ∩ L∞((0, X);BV (0, T ))
c ∈ Lip(0, T ; L1(0, X)) ∩ Lip(0, X ; L1(0, T ))
ln(u) ∈ L∞((0, T );BV (0, X))
L’unicite´ a a e´te´ obtenue dans le cas d’un gaz actif et d’un gaz inerte porteur dans une classe de fonctions
“re´gulie`res par morceaux”, mais avec des hypothe`ses restrictives sur les isothermes, [2].
5.2 Structure stratifie´e de la vitesse
Pour notre deuxie`me approche, on a utilise´ un sche´ma plus pre´cis: le “Front Tracking Algorithm”,
[8, 14]. Cet algorithme (note´ FTA) permet de montrer l’existence d’une solution entropique, avec une
analyse plus fine de la re´gularite´ de la vitesse. On a ainsi obtenu dans [5]:
• Structure L∞t ×BVt,x de la vitesse
• Stabilite´ par rapport aux limites faibles en vitesses.
Cette approche est cependant limite´e a` f” > 0, le cas ou` la valeur propre λ est vraiment non line´aire.
Le cas d’ondes composites est plus difficile a` traiter avec le FTA, [1, 14, 15].
Dans la suite, (u, c) est une solution entropique construite a` partir du FTA, avec des donne´es concentra-
tions c0, cb a` variation borne´e On s’inte´resse a` la re´gularite´ de la vitesse u :
The´ore`me 5.2 [Stucture BV de la vitesse avec vitesse entrante L∞], [5]
Si lnub ∈ BV (0, T ), alors c ∈ BV ((0, T )× (0, X)) et
u ∈ L∞((0, T ), BV (0, X)) ∩ L∞((0, X), BV (0, T )).
Si lnub ∈ L∞(0, T ), alors u peut s’e´crire
u(t, x) = ub(t)× v(t, x)
avec
ln v ∈ L∞((0, X), BV (0, T )) ∩ L∞((0, T ), BV (0, X)).
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Cette structure stratifie´e de la vitesse permet de propager des oscillations de grandes amplitudes pour la
vitesse, [5], comme dans [9, 10, 11, 12, 18].
De plus, un re´sultat de stabilite´ de´coule de ce re´sultat. On peut passer a` la limite faible sur la vitesse
entrante et on obtient un passage a` la limite forte sur la concentration qui ve´rifie un syste`me d’adsorption
moyenne´.
Corollaire 5.1 [Passage a` la limite faible sur la vitesse entrante],[5]
On se donne :
• des concentrations c0 (initiale) et cb (entrante) a` variation borne´e
• une famille (uεb)0<ε<1 de vitesses entrantes avec ln(uεb) borne´ dans L∞ et t.q.
uεb ⇀ ub in L
∞(0, T ) weak *.
• (cε, uε) une solution entropique sur (0, T ) × (0, X) obtenue par le FTA, associe´e aux donne´es ci-
dessus.
Alors, a` extraction pre`s d’une sous suite :
cε(t, x) → c(t, x) dans L1([0, T ]× [0, X]),
uε(t, x) ⇀ u(t, x) dans L∞([0, T ]× [0, X]) faible *,
uε(t, x) = uεb(t)× v(t, x) + o(1) dans L1([0, T ]× [0, X]),
avec v(t, x) =
u(t, x)
ub(t)
et (u(t, x), c(t, x)) solution entropique associe´e aux donne´es c0(x), cb(t) et ub(t).
6 Travaux en cours
On a obtenu re´cemment d’une part un mode`le cine´tique, [7], et, d’autre part, on a de´couvert un nouveau
phe´nome`ne de blow-up, [6].
6.1 Un mode`le cine´tique
On a obtenu une formulation partiellement cine´tique du syste`me d’adsorption.
The´ore`me 6.1 [Formulation cine´tique], [7]
Si (u, c) est une solution faible entropique , alors il existe une mesure positive m(t, x, ξ) t.q. :
∂x(uχ(c, .)) + a(ξ) ∂tχ(c, .) + ∂t (h(c)χ(c, .)) = ∂ξm.
ou` χ(c, ξ) :=
{
1 si 0 < ξ < c
0 sinon et a(ξ) = H(ξ)− h(ξ)
Inversement, s’il existe u > 0 t.q. lnu ∈ L∞, une fonction f(t, x, ξ) ∈ L1ξ t.q. f soit une fonction
indicatrice, et une mesure positive m t.q.
∂x(u f(t, x, ξ)) + a(ξ) ∂tf(t, x, ξ) + ∂t (h(c) f(t, x, ξ)) = ∂ξm
alors (u, c) est une solution entropique, avec c(t, x) =
∫ 1
0
f(t, x, ξ) dξ
Cette formulation nous a permit de trouver un sche´ma cine´tique pour palier aux ondes composites
difficilement solubles par un sche´ma de Godunov en pratique.
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6.2 Un exemple de ”Blow up“ doublement caracte´ristique
Sous les hypothe`ses :
G′′ < 0, h′ et f ′′ ne s’annulent pas, et le syste`me n’est pas de Temple,
on a construit dans [6] une solution pour laquelle || u(., x) ||L∞(0,T )→ +∞ en “pseudo temps” x fini, pour
des donne´es initiales arbitrairement petites.
L’hypothe`se G′′ < 0 est cruciale car alors ∂xW ≥ 0 et u peut exploser.
De plus cette hypothe`se est ve´rifie´e pour l’ammoniaque et la vapeur d’eau et, plus ge´ne´ralment dans le
cas d’un gaz inerte et d’une iostherme strictement convexe pour le gaz actif.
Ce phe´nome`ne montre qu’une the´orie L∞ ne peut pas aboutir sans hypothe`ses supple´mentaires. De plus
cette explosion survient au bord du domaine qui devient doublement caracte´ristique. Cela conduit a
d’autres pistes de re´flexions: la solution est-elle prolongeable en dehors du bord? avec des hypothe´ses
supple´mentaires sur les donne´es au bord, une the´orie L∞ est-elle posssible?
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